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مطالب فهرست

۷ اساسͬ قضایای و خواص تعریف، مشتق: ۱

۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انگیزه و تاریخͬ درآمد ۱ .۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق تعریف ۲ .۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه) ͷی در (مشتق ۱ .۲ .۱ تعریف ۱ .۲ .۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعریف روی تفصیلͬ بحث ۲ .۲ .۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق پذیر) (تابع ۲ .۲ .۱ تعریف ۳ .۲ .۱

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͷ طرفه) (مشتق ۳ .۲ .۱ تعریف ۴ .۲ .۱

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͷ طرفه) و دوطرفه مشتق (رابطه ۴ .۲ .۱ قضیه ۵ .۲ .۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق هندسͬ تفسیر ۳ .۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن) شیب و قاطع (خط ۱ .۳ .۱ تعریف ۱ .۳ .۱

۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تفسیر ۲ .۳ .۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال خط معادله ۳ .۳ .۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق ͬͺفیزی تفسیر ۴ .۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستگͬ و مشتق پذیری ۵ .۱

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستگͬ) ͬ دهد م نتیجه (مشتق پذیری ۱ .۵ .۱ قضیه ۱ .۵ .۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیست؟ برقرار قضیه عکس چرا تفصیلͬ: بحث ۲ .۵ .۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطلق) قدر (تابع ۲ .۵ .۱ مثال ۳ .۵ .۱

۱۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (x sin(۱/x) (تابع ۳ .۵ .۱ مثال ۴ .۵ .۱

۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (x۲ sin(۱/x) (تابع ۴ .۵ .۱ مثال ۵ .۵ .۱

۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مهم نتیجەگیری ۶ .۵ .۱

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق جبری خواص ۶ .۱

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق) بودن (خطͬ ۱ .۶ .۱ قضیه ۱ .۶ .۱

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصل ضرب) (قاعده ۲ .۶ .۱ قضیه ۲ .۶ .۱

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقسیم) (قاعده ۳ .۶ .۱ قضیه ۳ .۶ .۱

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنجیرەای قاعده ۷ .۱

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنجیرەای) (قاعده ۱ .۷ .۱ قضیه ۱ .۷ .۱

۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس تابع مشتق ۸ .۱

۱۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس) تابع (مشتق ۱ .۸ .۱ قضیه ۱ .۸ .۱

۳
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۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۸ .۱ مثال ۲ .۸ .۱

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتͬ توابع مشتق ۹ .۱

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت) تابع (مشتق ۱ .۹ .۱ قضیه ۱ .۹ .۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همانͬ) تابع (مشتق ۲ .۹ .۱ قضیه ۲ .۹ .۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان) (مشتق ۳ .۹ .۱ قضیه ۳ .۹ .۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجملەای) (مشتق ۴ .۹ .۱ قضیه ۴ .۹ .۱

۲۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی) تابع (مشتق ۵ .۹ .۱ قضیه ۵ .۹ .۱

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ) لͽاریتم (مشتق ۶ .۹ .۱ قضیه ۶ .۹ .۱

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلثاتͬ) توابع (مشتق ۷ .۹ .۱ قضیه ۷ .۹ .۱

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس) مثلثاتͬ توابع (مشتق ۸ .۹ .۱ قضیه ۸ .۹ .۱

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالاتر مرتبه مشتق های ۱۰ .۱

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۱۰ .۱ تعریف ۱ .۱۰ .۱

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۱۰ .۱ مثال ۲ .۱۰ .۱

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لایب نیتس) (قاعده ۳ .۱۰ .۱ قضیه ۳ .۱۰ .۱

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رول قضیه ۱۱ .۱

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (فرما) ۱ .۱۱ .۱ قضیه ۱ .۱۱ .۱

۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (رول) ۲ .۱۱ .۱ قضیه ۲ .۱۱ .۱

۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رول قضیه روی تفصیلͬ بحث ۳ .۱۱ .۱

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (لاگرانژ) میانگین مقدار قضیه ۱۲ .۱

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانگین) (مقدار ۱ .۱۲ .۱ قضیه ۱ .۱۲ .۱

۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانگین مقدار قضیه روی تفصیلͬ بحث ۲ .۱۲ .۱

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوشͬ) (ⅯVT ۲ .۱۲ .۱ قضیه ۳ .۱۲ .۱

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانگین مقدار قضیه کاربردهای ۱۳ .۱

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر) مشتق با (تابع ۱ .۱۳ .۱ نتیجه ۱ .۱۳ .۱

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت) (تفاضل ۲ .۱۳ .۱ نتیجه ۲ .۱۳ .۱

۲۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنوایی) (تست ۳ .۱۳ .۱ قضیه ۳ .۱۳ .۱

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه) (یͺتایی ۴ .۱۳ .۱ قضیه ۴ .۱۳ .۱

۳۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⅯVT) از (نامساوی ها ۵ .۱۳ .۱ قضیه ۵ .۱۳ .۱

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق) میانͬ مقدار (خاصیت داربو قضیه ۱۴ .۱

۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (داربو) ۱ .۱۴ .۱ قضیه ۱ .۱۴ .۱

۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق) ثابت (علامت ۲ .۱۴ .۱ نتیجه ۲ .۱۴ .۱

۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق) پرش (عدم ۳ .۱۴ .۱ نتیجه ۳ .۱۴ .۱

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته) مشتق با (تابع ۴ .۱۴ .۱ مثال ۴ .۱۴ .۱

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هوپیتال قاعده ۱۵ .۱

۳۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( ۰
۰ فرم — (هوپیتال ۱ .۱۵ .۱ قضیه ۱ .۱۵ .۱

۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (∞∞ فرم — (هوپیتال ۲ .۱۵ .۱ قضیه ۲ .۱۵ .۱

۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هوپیتال قاعده روی تفصیلͬ بحث ۳ .۱۵ .۱

۴
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۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیلور قضیه ۱۶ .۱

۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژ) باقیمانده با (تیلور ۱ .۱۶ .۱ قضیه ۱ .۱۶ .۱

۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوشͬ) باقیمانده با (تیلور ۲ .۱۶ .۱ قضیه ۲ .۱۶ .۱

۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرالͬ) باقیمانده با (تیلور ۳ .۱۶ .۱ قضیه ۳ .۱۶ .۱

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیلور) مهم (بسط های ۴ .۱۶ .۱ قضیه ۴ .۱۶ .۱

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری توابع مشتق ۱۷ .۱

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ .۱۷ .۱ تعریف ۱ .۱۷ .۱

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲ .۱۷ .۱ قضیه ۲ .۱۷ .۱

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری) مشتق (خواص ۳ .۱۷ .۱ قضیه ۳ .۱۷ .۱

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری) (ⅯVT ۴ .۱۷ .۱ قضیه ۴ .۱۷ .۱

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسͺالر) ⅯVT با (تفاوت ۵ .۱۷ .۱ ملاحظه ۵ .۱۷ .۱

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل خلاصه ۱۸ .۱

۵
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۶



تصاویر فهرست

قرن در حدی دقیق صورت بندی تا هفدهم قرن هندسͬ مسئلەهای از مشتق مفهوم تاریخͬ تحول زمانͬ خط ۱ .۱

۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوزدهم.

۹ . ͬ شود. م همͽرا f ′(x۰) به آن شیب و ͬ کند م میل (سبز) مماس خط به (قرمز) قاطع خط ،h → ۰ وقتͬ ۲ .۱

وجود دوطرفه مشتق یعنͬ یͷ طرفه مشتق دو نابرابری .f ′
−(۰) = −۱ و f ′

+(۰) = ۱ صفر: در |x| تابع ۳ .۱

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ندارد.

۱۲ . . . . . . . . ͬ شود. م رد نقض مثال های با قضیه عکس پیوستگͬ. و مشتق پذیری بین یͷ طرفه رابطه ۴ .۱

۱۳ موجود. اما ناپیوسته مشتق و نوسانͬ، گوشەدار، «خوش رفتار»: مشتق پذیری بدون پیوستگͬ متفاوت رفتار سه ۵ .۱

۱۴ . . . . . . . . . . . . تقسیم. قاعده و حاصل ضرب قاعده بودن، خطͬ مشتق: جبری خواص درخت ۶ .۱

۱۸ . . . . . . . . . . . . . است. متناظر نقاط در مشتق ها حاصل ضرب ترکیب، مشتق زنجیرەای: قاعده ۷ .۱

(f−۱)′(y۰) = یͺدیͽرند: معکوس متناظر، نقاط در مشتق ها متقارن اند. y = xخط به نسبت f−۱ و f نمودار ۸ .۱

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۱/f ′(x۰)

۱۹ . . . . . . . . . . . . . . . .۹ .۱ بخش قضایای جمع بندی — مقدماتͬ توابع مشتق مرجع جدول ۹ .۱

۲۳ . . . . . . . . . . . . . . . . .f (n) = (f (n−۱))′ بازگشتͬ تعریف با بالاتر مرتبه مشتق های توالͬ ۱۰ .۱

۲۵ .f ′(c) = ۰ و است افقͬ مماس است، مشتق پذیر آن در f که داخلͬ نسبی اکسترمم نقطه در فرما: قضیه ۱۱ .۱

افقͬ مماس با c چون نقطەای باشد، برقرار پیوستگ̸ͬمشتق پذیری شرایط و f(a) = f(b) اگر رول: قضیه ۱۲ .۱

۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد. وجود

۲۶ . . . . ͬ شود. م نقض (f ′(c) = ۰ با c (وجود نتیجه ،ͷی هر حذف با لازم اند: رول قضیه شرط سه هر ۱۳ .۱

۲۷ .f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a است؛ قاطع خط موازی آن در مماس که دارد وجود c چون نقطەای میانگین: مقدار قضیه ۱۴ .۱

۲۹ . . . . . . . . . . است. برابر تابع دو کل تغییرات نسبت با c نقطه در مشتق ها نسبت کوشͬ: ⅯVT ۱۵ .۱

۳۰ . . . . . . . . . . . ͬ کند. م تعیین را f صعودی̸نزولͬ رفتار بازه، هر روی f ′ علامت یͺنوایی: تست ۱۶ .۱

محصور بازه سر دو شیب های بین میانͬ، نقطه در مماس : b−a
b < ln b

a < b−a
a نامساوی هندسͬ تفسیر ۱۷ .۱

۳۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.

۳۳ . نباشد. پیوسته است ممͺن f ′ هرچند ͬ کند، م اختیار را f ′(b) و f ′(a) بین مقدار هر مشتق داربو: قضیه ۱۸ .۱

۳۷ . . . . . . . . . مشتق ها. نسبت حد محاسبه سپس نامعین، فرم بررسͬ ابتدا هوپیتال: قاعده فلوچارت ۱۹ .۱

۴۲ ͬ شود. م دقیق وسیع تری بازه در تقریب درجه، افزایش با :۵ و ۳ ،۱ درجه چندجملەای های با sinx تیلور تقریب ۲۰ .۱

۴۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربرد. و فرمول نظر از تیلور باقیمانده فرم سه مقایسه ۲۱ .۱

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایی. بازه با تیلور̸مͷ لورین مهم بسط های مرجع جدول ۲۲ .۱

۷
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برقرار نامساوی تنها برداری، حالت در دارد. وجود قاطع شیب و مشتق برابری با c نقطه اسͺالر، حالت در ۲۳ .۱

۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ شود. نم صفر هرگز r′ ͬ دهد م نشان واحد دایره است؛

۸



۱ فصل

اساسͬ قضایای و خواص تعریف، مشتق:

انگیزه و تاریخͬ درآمد ۱ .۱

هندسͬ مسائل به مفهوم این ریشەهای است). انتگرال دیͽر، (مفهوم است ریاضͬ آنالیز بنیادی مفهوم دو از ͬͺی مشتق مفهوم

ͬ گردد: بازم هفدهم قرن ͬͺفیزی و

مانند ریاضیدانانͬ توسط مسئله این کرد؟ پیدا نقطه ͷی در را منحنͬ ͷی بر مماس خط ͬ توان م چͽونه مماس: مسئله ●

گرفت. قرار مطالعه مورد بارو و دکارت فرما،

لایب نیتس و نیوتن توسط مسئله این کرد؟ تعریف را متحرک جسم ͷی لحظەای سرعت ͬ توان م چͽونه سرعت: مسئله ●

شد. حل مستقل طور به

ͬ نامیم. م «مشتق» را حد این تغییرات. نسبت حد ͬ شوند: م منتهͬ یͺسان ریاضͬ مفهوم ͷی به مسئله دو هر

مشتق دقیق تعریف اما گذاشتند. بنیان مستقل طور به را انتگرال و دیفرانسیل حساب هفدهم قرن در لایب نیتس و نیوتن

آنالیز در امروزه که تعریفͬ شد. صورت بندی نوزدهم قرن در وایرشتراس و کوشͬ مانند ریاضیدانانͬ توسط حد، مفهوم پایه بر

قرن دو حدود تاریخͬ مسیر این ͬ شود، م مشاهده ۱ .۱ شͺل در که همان طور است. کوشͬ تعریف همان ͬ بریم، م کار به ریاضͬ

انجامید. طول به نیم و

فرما
∼۱۶۳۰

نیوتن و لایب نیتس
∼۱۶۸۰

کوشͬ
∼۱۸۲۰

وایرشتراس
∼۱۸۷۰

مسئله مماس حسابان مستقل تعریف حدی صورت بندی دقیق

نوزدهم. قرن در حدی دقیق صورت بندی تا هفدهم قرن هندسͬ مسئلەهای از مشتق مفهوم تاریخͬ تحول زمانͬ خط :۱ .۱ شͺل

طنز نکته

کیلومترشمار مثل انتگرال ͬ کنͬ. م حرکت سرعتͬ چه با ͬ گوید م لحظه هر در است: ماشین سرعت سنج مثل مشتق

رفتەای. راه چقدر ͬ گوید م است:

۹
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مشتق تعریف ۲ .۱

نقطه) ͷی در (مشتق ۱ .۲ .۱ تعریف ۱ .۲ .۱

x۰ نقطه در f ͬ گوییم م .x۰ ∈ I و است شده تعریف I مانند باز بازەای روی که باشد ͬ مقدار حقیق تابعͬ f کنید فرض

باشد: موجود زیر حد اگر است مشتق پذیر

f ′(x۰) = lim
h→۰

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
.

ͬ دهیم: م نشان زیر نمادهای با و ͬ نامیم م x۰ در f مشتق را حد این صورت، این در

f ′(x۰),
df

dx
(x۰), Df(x۰).

تعریف روی تفصیلͬ بحث ۲ .۲ .۱

باشد؟ داخلͬ نقطه باید x۰ چرا .۱

x۰ راست و چپ ͬͽهمسای در تابع باید باشد، داشته معنا دوطرفه حد اینکه برای است. دوطرفه حد پایه بر مشتق تعریف

همین به ندارد. وجود دوطرفه مشتق و دارد معنا یͷ طرفه حد دو از ͬͺی فقط باشد، بازه انتهایی نقطه x۰ اگر باشد. شده تعریف

ͬ گیریم. م I بازه داخلͬ نقطه را x۰ مشتق، تعریف در دلیل،

h؟ → ۰+ نه و h → ۰ چرا .۲

مشتق مفهوم به شویم، ͷنزدی طرف ͷی از فقط اگر باشد. شدن ͷنزدی جهت از مستقل نقطه، در مشتق ͬ خواهیم م چون

ͬ کنیم. م تعریف بعداً که ͬ رسیم م یͷ طرفه

h؟ ̸= ۰ چرا .۳

ͷنزدی صفر به h وقتͬ را تابع رفتار حد، اما صفر). بر (تقسیم است نشده تعریف h = ۰ در f(x۰+h)−f(x۰)
h نسبت

ͬ کند. م بررسͬ ͬ شود) نم صفر برابر هرگز (ولͬ ͬ شود م

است؟ «حد» ͷی مشتق چرا .۴

تغییر نرخ نیز مشتق ͬ کند. م توصیف نقطه ͷی ͬͺنزدی در را تابع رفتار حد، است. شده بنا حد مفهوم پایه بر مشتق مفهوم

بر مماس خط شیب برابر حد این ͬ شود، م مشاهده ۲ .۱ شͺل در که همان طور ͬ کند. م توصیف x۰ ͬͺنزدی در را تابع لحظەای

است. (x۰, f(x۰)) نقطه در منحنͬ

مشتق پذیر) (تابع ۲ .۲ .۱ تعریف ۳ .۲ .۱

باشد. مشتق پذیر x ∈ I نقطه هر در اگر است مشتق پذیر I روی f ͬ گوییم م باشد. شده تعریف I باز بازه روی f کنید فرض

ͬ نامیم. م f مشتق یا مشتق تابع ͬ دهد، م نسبت را f ′(x) مقدار x هر به که را f ′ : I → R تابع صورت، این در

یͷ طرفه) (مشتق ۳ .۲ .۱ تعریف ۴ .۲ .۱

:x۰ در f راست مشتق

f ′
+(x۰) = lim

h→۰+

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
.

۱۰
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۱ ۲

۱

۲ (x۰+h, f(x۰+h))

(x۰, f(x۰))

مماسقاطع

x

y

ͬ شود. م همͽرا f ′(x۰) به آن شیب و ͬ کند م میل (سبز) مماس خط به (قرمز) قاطع خط ،h → ۰ وقتͬ :۲ .۱ شͺل

:x۰ در f چپ مشتق

f ′
−(x۰) = lim

h→۰−

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
.

ندارد. وجود دوطرفه مشتق لذا و نابرابرند یͷ طرفه مشتق دو گوشەدار نقطه در ͬ شود، م دیده ۳ .۱ شͺل در که همان طور

−۱ ۱

۱
شیب = +۱

شیب = −۱

ندارد. وجود دوطرفه مشتق یعنͬ یͷ طرفه مشتق دو نابرابری .f ′
−(۰) = −۱ و f ′

+(۰) = ۱ صفر: در |x| تابع :۳ .۱ شͺل

یͷ طرفه) و دوطرفه مشتق (رابطه ۴ .۲ .۱ قضیه ۵ .۲ .۱

صورت: این در باشند. برابر و موجود f ′
−(x۰) هم و f ′

+(x۰) هم اگر تنها و اگر است مشتق پذیر x۰ در f بیان:

f ′(x۰) = f ′
+(x۰) = f ′

−(x۰).

اثبات:

h هر برای که دارد وجود δ > ۰ عدد ،ε > ۰ هر برای دوطرفه، حد تعریف طبق است. موجود f ′(x۰) کنید فرض (⇒)

:۰ < |h| < δ با

∣∣∣∣f(x۰ + h)− f(x۰)

h
− f ′(x۰)

∣∣∣∣ < ε.

برقرار نیز (h → ۰− (یعنͬ −δ < h < ۰ برای و (h → ۰+ (یعنͬ ۰ < h < δ برای خاص طور به نامساوی این

۱۱
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هستند. f ′(x۰) برابر و موجود یͷ طرفه حد دو هر پس است.

یعنͬ: .f ′
+(x۰) = f ′

−(x۰) = L کنید فرض (⇐)

lim
h→۰+

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
= L, lim

h→۰−

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
= L.

:۰ < h < δ۱ برای که دارد وجود δ۱ > ۰ راست، حد از ،ε > ۰ برای

∣∣∣∣f(x۰ + h)− f(x۰)

h
− L

∣∣∣∣ < ε.

:−δ۲ < h < ۰ برای که دارد وجود δ۲ > ۰ چپ، حد از

∣∣∣∣f(x۰ + h)− f(x۰)

h
− L

∣∣∣∣ < ε.

باشد، h < ۰ اگر و اول نامساوی باشد، h > ۰ اگر ،۰ < |h| < δ با h هر برای .δ = min(δ۱, δ۲) > ۰ دهید قرار

حالت: دو هر در پس است. برقرار دوم نامساوی

∣∣∣∣f(x۰ + h)− f(x۰)

h
− L

∣∣∣∣ < ε.

■ .f ′(x۰) = L پس است. L برابر و موجود دوطرفه حد یعنͬ

مشتق هندسͬ تفسیر ۳ .۱

آن) شیب و قاطع (خط ۱ .۳ .۱ تعریف ۱ .۳ .۱

(x۰, f(x۰)) نقطه دو بین y = f(x) منحنͬ قاطع خط .h ̸= ۰ با x۰, x۰ +h ∈ I و شده تعریف I بازه روی f کنید فرض

با: است برابر قاطع خط این شیب ͬ گذرد. م نقطه دو این از که است خطͬ (x۰ + h, f(x۰ + h)) و

mh =
f(x۰ + h)− f(x۰)

h
.

تفسیر ۲ .۳ .۱

حدی خط ͷی به قاطع خط ͬ شود. م ͷنزدی (x۰, f(x۰)) نقطه به منحنͬ روی (x۰ + h, f(x۰ + h)) نقطه ،h → ۰ وقتͬ

است. f ′(x۰) دقیقاً مماس، خط این شیب ͬ شود. م نامیده (x۰, f(x۰)) نقطه در منحنͬ بر مماس خط که ͬ کند م میل

پس:

f ′(x۰) = منحنͬ بر مماس خط yشیب = f(x) نقطه در (x۰, f(x۰)).

دارد: را زیر معادله مماس خط باشد، متناهͬ و موجود f ′(x۰) اگر

y − f(x۰) = f ′(x۰)(x− x۰).

۱۲
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نرمال خط معادله ۳ .۳ .۱

− ۱
f ′(x۰)

برابر نرمال خط شیب ،f ′(x۰) ̸= ۰ اگر مماس. خط بر عمود است خطͬ (x۰, f(x۰)) نقطه در منحنͬ بر نرمال خط

آن: معادله و است

y − f(x۰) = − ۱
f ′(x۰)

(x− x۰).

.x = x۰ است: عمودی نرمال خط و افقͬ مماس خط ،f ′(x۰) = ۰ اگر

مشتق ͬͺفیزی تفسیر ۴ .۱

زمان در ذره موقعیت s(t) و زمان t آن در که شود، توصیف s(t) تابع با راست خط روی متحرک ذره ͷی موقعیت کنید فرض

است. t

با: است برابر [t۰, t۰ + h] زمانͬ بازه در متوسط سرعت

vavg =
s(t۰ + h)− s(t۰)

h
.

با: است برابر t۰ زمان در لحظەای سرعت

v(t۰) = lim
h→۰

s(t۰ + h)− s(t۰)

h
= s′(t۰).

است: شتاب زمان، به نسبت سرعت مشتق مشابه، طور به است. سرعت زمان، به نسبت موقعیت تابع مشتق پس

a(t) = v′(t) = s′′(t).

بود. دیفرانسیل حساب ابداع برای نیوتن اصلͬ انگیزه ،ͬͺفیزی تفسیر این

پیوستگͬ و مشتق پذیری ۵ .۱

پیوستگͬ) ͬ دهد م نتیجه (مشتق پذیری ۱ .۵ .۱ قضیه ۱ .۵ .۱

است. پیوسته x۰ در f آنگاه باشد، مشتق پذیر x۰ در f اگر بیان:

اثبات:

.limx→x۰ [f(x)− f(x۰)] = ۰ معادل طور به یا ،limx→x۰ f(x) = f(x۰) دهیم نشان ͬ خواهیم م

داریم: ،x ̸= x۰ برای

f(x)− f(x۰) =
f(x)− f(x۰)

x− x۰
· (x− x۰).

یعنͬ: است، مشتق پذیر x۰ در f فرض، از

lim
x→x۰

f(x)− f(x۰)

x− x۰
= f ′(x۰).

۱۳
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حد دو هر (که تابع دو حاصل ضرب حد قضیه طبق .limx→x۰(x− x۰) = ۰ همچنین است. متناهͬ و موجود حد این

داریم: دارند)،

lim
x→x۰

[f(x)− f(x۰)] = lim
x→x۰

f(x)− f(x۰)

x− x۰
· lim
x→x۰

(x− x۰) = f ′(x۰) · ۰ = ۰.

■ است. پیوسته x۰ در f و limx→x۰ f(x) = f(x۰) پس

نیست؟ برقرار قضیه عکس چرا تفصیلͬ: بحث ۲ .۵ .۱

همان طور است. نادرست گزاره این است.» مشتق پذیر x۰ در f آنگاه باشد، پیوسته x۰ در f «اگر است: این ۱ .۵ .۱ قضیه عکس

است. یͷ طرفه رابطه این ͬ شود، م دیده ۴ .۱ شͺل در که

مشتق پذیری در x۰

پیوستگͬ در x۰

⇒ (همیشه)

عکس: نادرست

|x|، x sin(۱/x)

⇏

ͬ شود. م رد نقض مثال های با قضیه عکس پیوستگͬ. و مشتق پذیری بین یͷ طرفه رابطه :۴ .۱ شͺل

مطلق) قدر (تابع ۲ .۵ .۱ مثال ۳ .۵ .۱

چون: است، پیوسته x۰ = ۰ در تابع این بͽیرید. نظر در را f(x) = |x| تابع

lim
x→۰

|x| = ۰ = |۰|.

ͬ کنیم: م حساب را یͷ طرفه مشتق های این، دیدن برای نیست. مشتق پذیر x۰ = ۰ در اما

f ′
+(۰) = lim

h→۰+

|h| − |۰|
h

= lim
h→۰+

h

h
= ۱.

f ′
−(۰) = lim

h→۰−

|h| − |۰|
h

= lim
h→۰−

−h

h
= −۱.

✓ نیست. مشتق پذیر ۰ در f ،۴ .۲ .۱ قضیه طبق ،f ′
+(۰) ̸= f ′

−(۰) چون

(x sin(۱/x) (تابع ۳ .۵ .۱ مثال ۴ .۵ .۱

بͽیرید: نظر در را زیر تابع

f(x) =

x sin(۱/x) x ̸= ۰

۰ x = ۰

چون: است، پیوسته x۰ = ۰ در تابع این

۱۴
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|f(x)− f(۰)| = |x sin(۱/x)| ≤ |x| → ۰.

این: دیدن برای نیست. مشتق پذیر x۰ = ۰ در اما

f(h)− f(۰)
h

=
h sin(۱/h)

h
= sin(۱/h).

✓ ندارد. وجود ۰ در مشتق پس ندارد. حد و ͬ کند م نوسان sin(۱/h) ،h → ۰ وقتͬ

(x۲ sin(۱/x) (تابع ۴ .۵ .۱ مثال ۵ .۵ .۱

بͽیرید: نظر در را زیر تابع

f(x) =

x۲ sin(۱/x) x ̸= ۰

۰ x = ۰

است: مشتق پذیر همچنین است. پیوسته x۰ = ۰ در تابع این

f ′(۰) = lim
h→۰

h۲ sin(۱/h)− ۰
h

= lim
h→۰

h sin(۱/h) = ۰.

است. ناپیوسته صفر در f ′ که است جالب اما است. مشتق پذیر صفر در تابع این پس .|h sin(۱/h)| ≤ |h| → ۰ چون

ͬ کنیم: م حساب x ̸= ۰ برای را مشتق این، دیدن برای

f ′(x) = ۲x sin(۱/x)− cos(۱/x).

در ندارد، وجود limx→۰ f
′(x) پس ندارد. حد و ͬ کند م نوسان cos(۱/x) اما ͬ کند، م میل ۰ به اول جمله ،x → ۰ وقتͬ

✓ است. ناپیوسته صفر در f ′ پس .f ′(۰) = ۰ که حالͬ

مهم نتیجەگیری ۶ .۵ .۱

ͬ دهند: م نشان بالا مثال های

نیست. کافͬ شرط ولͬ است، مشتق پذیری برای لازم شرط پیوستگͬ .۱

.(۴ .۵ .۱ (مثال نیست پیوسته لزوماً مشتق پذیر تابع ͷی مشتق .۲

بدون پیوستگͬ متفاوت رفتار سه x۲ sin(۱/x) و x sin(۱/x) ،|x| تابع سه ͬ شود، م مشاهده ۵ .۱ شͺل در که همان طور

ͬ دهند. م نشان را «خوش رفتار» مشتق پذیری

|x|: مشتق ناپذیر x sin(۱/x): نوسانͬ x۲ sin(۱/x): مشتق ناپیوسته

موجود. اما ناپیوسته مشتق و نوسانͬ، گوشەدار، «خوش رفتار»: مشتق پذیری بدون پیوستگͬ متفاوت رفتار سه :۵ .۱ شͺل
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مشتق جبری خواص ۶ .۱

شدەاند. جمع بندی درختͬ صورت به ۶ .۱ شͺل در مشتق اصلͬ خواص

خواص جبری مشتق

خطͬ بودن

(f + g)′ = f ′ + g′ (cf)′ = cf ′

ضرب و تقسیم

(fg)′ = f ′g + fg′
(

f
g

)′
= f ′g−fg′

g۲

تقسیم. قاعده و حاصل ضرب قاعده بودن، خطͬ مشتق: جبری خواص درخت :۶ .۱ شͺل

مشتق) بودن (خطͬ ۱ .۶ .۱ قضیه ۱ .۶ .۱

آنگاه: ،c ∈ R و باشند مشتق پذیر x۰ در g و f اگر بیان:

.(f + g)′(x۰) = f ′(x۰) + g′(x۰) و است مشتق پذیر x۰ در f + g .۱

.(cf)′(x۰) = cf ′(x۰) و است مشتق پذیر x۰ در cf .۲

اثبات:

تعریف: طبق (۱)

(f + g)′(x۰) = lim
h→۰

(f + g)(x۰ + h)− (f + g)(x۰)

h
.

جایͽذاری: با

= lim
h→۰

[f(x۰ + h) + g(x۰ + h)]− [f(x۰) + g(x۰)]

h

= lim
h→۰

f(x۰ + h)− f(x۰) + g(x۰ + h)− g(x۰)

h

= lim
h→۰

[
f(x۰ + h)− f(x۰)

h
+

g(x۰ + h)− g(x۰)

h

]
.

مجموع: حد قضیه طبق مشتق پذیری)، فرض (طبق موجودند حد دو هر چون

= lim
h→۰

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
+ lim

h→۰

g(x۰ + h)− g(x۰)

h
= f ′(x۰) + g′(x۰).

تعریف: طبق (۲)

(cf)′(x۰) = lim
h→۰

cf(x۰ + h)− cf(x۰)

h
= lim

h→۰
c · f(x۰ + h)− f(x۰)

h
.
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اسͺالر: ضرب حد قضیه طبق

= c · lim
h→۰

f(x۰ + h)− f(x۰)

h
= cf ′(x۰).

■

حاصل ضرب) (قاعده ۲ .۶ .۱ قضیه ۲ .۶ .۱

و: است مشتق پذیر x۰ در fg آنگاه باشند، مشتق پذیر x۰ در g و f اگر بیان:

(fg)′(x۰) = f ′(x۰)g(x۰) + f(x۰)g
′(x۰).

اثبات:

تعریف: طبق

(fg)′(x۰) = lim
h→۰

f(x۰ + h)g(x۰ + h)− f(x۰)g(x۰)

h
.

ͬ کنیم: م استفاده زیر ͬͺکم اتحاد از

f(x۰ + h)g(x۰ + h)− f(x۰)g(x۰) = [f(x۰ + h)− f(x۰)]g(x۰ + h) + f(x۰)[g(x۰ + h)− g(x۰)].

جایͽذاری: با

(fg)′(x۰) = lim
h→۰

[
f(x۰ + h)− f(x۰)

h
· g(x۰ + h) + f(x۰) ·

g(x۰ + h)− g(x۰)

h

]
.

اکنون:

است. موجود limh→۰
f(x۰+h)−f(x۰)

h = f ′(x۰) ●

.limh→۰ g(x۰ + h) = g(x۰) پس است، پیوسته x۰ در ۱ .۵ .۱ قضیه طبق است، مشتق پذیر x۰ در g چون ●

است. ثابت f(x۰) ●

است. موجود limh→۰
g(x۰+h)−g(x۰)

h = g′(x۰) ●

ضرب: و مجموع حد قضیه طبق

= f ′(x۰) · g(x۰) + f(x۰) · g′(x۰).

■
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تقسیم) (قاعده ۳ .۶ .۱ قضیه ۳ .۶ .۱

و: است مشتق پذیر x۰ در f
g آنگاه ،g(x۰) ̸= ۰ و باشند مشتق پذیر x۰ در g و f اگر بیان:

(
f

g

)′
(x۰) =

f ′(x۰)g(x۰)− f(x۰)g
′(x۰)

[g(x۰)]۲
.

اثبات:

داریم: ͬ کنیم. م حساب را ۱/g تابع مشتق ابتدا

(
۱
g

)′
(x۰) = lim

h→۰

۱
g(x۰+h) −

۱
g(x۰)

h
= lim

h→۰

g(x۰)− g(x۰ + h)

h · g(x۰ + h) · g(x۰)
.

تنظیم: با

= lim
h→۰

[
g(x۰)− g(x۰ + h)

h
· ۱
g(x۰ + h)g(x۰)

]
= −g′(x۰) ·

۱
g(x۰)۲ = − g′(x۰)

g(x۰)۲ .

(.g(x۰ + h) → g(x۰) ≠ ۰ ͬ دهد م نتیجه که کردیم استفاده g(x۰) ̸= ۰ و x۰ در g پیوستگͬ از اینجا (در

:f · (۱/g) روی حاصل ضرب قاعده با اکنون

(
f

g

)′
(x۰) = f ′(x۰) ·

۱
g(x۰)

+ f(x۰) ·
(
− g′(x۰)

g(x۰)۲

)
=

f ′(x۰)g(x۰)− f(x۰)g
′(x۰)

g(x۰)۲ .

■

زنجیرەای قاعده ۷ .۱

زنجیرەای) (قاعده ۱ .۷ .۱ قضیه ۱ .۷ .۱

و: است مشتق پذیر x۰ در g ◦ f آنگاه باشد. مشتق پذیر f(x۰) در g و مشتق پذیر x۰ در f کنید فرض بیان:

(g ◦ f)′(x۰) = g′(f(x۰)) · f ′(x۰).

:(ͬͺکم تابع از استفاده با — اول (روش اثبات

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را u ͬͺکم تابع

u(y) =


g(y)− g(f(x۰))

y − f(x۰)
y ̸= f(x۰)

g′(f(x۰)) y = f(x۰)

.f(x۰) در u پیوستگͬ :۱ گام

.limy→f(x۰) u(y) = g′(f(x۰)) = u(f(x۰)) دهیم نشان ͬ خواهیم م

:f(x۰) در g مشتق تعریف طبق
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lim
y→f(x۰)

g(y)− g(f(x۰))

y − f(x۰)
= g′(f(x۰)).

f(x۰) در u پس .u(f(x۰)) = g′(f(x۰)) و .y → f(x۰) وقتͬ u(y) → g′(f(x۰)) ،y ̸= f(x۰) برای پس

است. پیوسته

کلیدی. اتحاد :۲ گام

:(y = f(x۰) (حتͬ y هر برای

g(y)− g(f(x۰)) = u(y) · (y − f(x۰)).

بررسͬ:

برابرند. طرف دو ،u تعریف طبق :y ≠ f(x۰) اگر ●

برابرند. پس .u(f(x۰)) · ۰ = ۰ راست سمت و g(f(x۰))− g(f(x۰)) = ۰ چپ سمت :y = f(x۰) اگر ●

.y = f(x) جایͽذاری :۳ گام

g(f(x))− g(f(x۰)) = u(f(x)) · (f(x)− f(x۰)).

:x− x۰ بر تقسیم ،x ̸= x۰ برای

g(f(x))− g(f(x۰))

x− x۰
= u(f(x)) · f(x)− f(x۰)

x− x۰
.

گرفتن. حد :۴ گام

.limx→x۰ f(x) = f(x۰) پس است، پیوسته x۰ در ۱ .۵ .۱ قضیه طبق است، مشتق پذیر x۰ در f چون ●

.limx→x۰ u(f(x)) = u(f(x۰)) = g′(f(x۰)) است، پیوسته f(x۰) در u چون ●

.limx→x۰
f(x)−f(x۰)

x−x۰
= f ′(x۰) ●

ضرب: حد قضیه طبق

(g ◦ f)′(x۰) = lim
x→x۰

g(f(x))− g(f(x۰))

x− x۰
= g′(f(x۰)) · f ′(x۰).

■
ͬ دهد. م نشان بصری صورت به را مشتق ها رابطه و توابع ترکیب ساختار ۷ .۱ شͺل

معکوس تابع مشتق ۸ .۱

معکوس) تابع (مشتق ۱ .۸ .۱ قضیه ۱ .۸ .۱

J = f(I) کنید فرض .f ′(x۰) ̸= ۰ با مشتق پذیر x۰ ∈ I در باشد، پیوسته و یͺنوا اکیداً I باز بازه روی f کنید فرض بیان:

و: است مشتق پذیر y۰ = f(x۰) در f−۱ آنگاه باشد. معکوس تابع f−۱ : J → I و
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x۰ f(x۰) g(f(x۰))
f g

g ◦ f

(g ◦ f)′(x۰) = g′(f(x۰)) · f ′(x۰)

است. متناظر نقاط در مشتق ها حاصل ضرب ترکیب، مشتق زنجیرەای: قاعده :۷ .۱ شͺل

(f−۱)′(y۰) =
۱

f ′(x۰)
.

اثبات:

.y۰ در f−۱ پیوستگͬ :۱ گام

خاص، طور به است. پیوسته J روی f−۱ معکوس، تابع پیوستگͬ قضیه طبق است، پیوسته و یͺنوا اکیداً I روی f چون

است. پیوسته y۰ در f−۱

نظر. مورد حد :۲ گام

دهیم: نشان ͬ خواهیم م

lim
y→y۰

f−۱(y)− f−۱(y۰)

y − y۰
=

۱
f ′(x۰)

.

داریم: .x ̸= x۰ یͺنواست، اکیداً f چون ،y ̸= y۰ برای .x۰ = f−۱(y۰) و y = f(x) پس ،x = f−۱(y) دهید قرار

f−۱(y)− f−۱(y۰)

y − y۰
=

x− x۰
f(x)− f(x۰)

=
۱

f(x)−f(x۰)
x−x۰

.

گرفتن. حد :۳ گام

.y ̸= y۰ برای x ̸= x۰ همچنین .x = f−۱(y) → f−۱(y۰) = x۰ است، پیوسته y۰ در f−۱ چون ،y → y۰ وقتͬ

پس:

lim
y→y۰

f(x)− f(x۰)

x− x۰
= f ′(x۰).

تقسیم: حد قضیه طبق ،f ′(x۰) ̸= ۰ چون

lim
y→y۰

f−۱(y)− f−۱(y۰)

y − y۰
=

۱
f ′(x۰)

.

■
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۲ .۸ .۱ مثال ۲ .۸ .۱

پس .f ′(۱) = ۳ ̸= ۰ ،x۰ = ۱ در .f ′(x) = ۳x۲ است. پیوسته و صعودی اکیداً R روی f(x) = x۳ تابع

و: است مشتق پذیر y۰ = ۱ در f−۱(y) = ۳
√
y

(f−۱)′(۱) = ۱
f ′(۱)

=
۱
۳
.

ͬ شود، م دیده ۸ .۱ شͺل در که همان طور است. سازگار y = ۱ جایͽذاری و d
dyy

۱/۳ = ۱
۳y

−۲/۳ مستقیم محاسبه با این

ͬ شود. م ناشͬ y = x خط به نسبت f−۱ و f نمودار تقارن از تقارن این

۱

۱

(x۰, y۰)
(y۰, x۰)

f

f−۱

y = x

x

y

(f−۱)′(y۰) = یͺدیͽرند: معکوس متناظر، نقاط در مشتق ها متقارن اند. y = x خط به نسبت f−۱ و f نمودار :۸ .۱ شͺل
.۱/f ′(x۰)

مقدماتͬ توابع مشتق ۹ .۱

است. آمده ۹ .۱ شͺل در مقدماتͬ توابع مشتق مرجع جدول

f ′(x) f(x) تابع f ′(x) f(x) تابع

cosx sinx ۰ c
− sinx cosx ۱ x

۱√
۱ − x۲

arcsinx nxn−۱ xn

۱
۱ + x۲ arctanx ex ex

sec۲ x tanx
۱
x

lnx

.۹ .۱ بخش قضایای جمع بندی — مقدماتͬ توابع مشتق مرجع جدول :۹ .۱ شͺل

ثابت) تابع (مشتق ۱ .۹ .۱ قضیه ۱ .۹ .۱

.x همه برای f ′(x) = ۰ آنگاه ،c ثابت برای f(x) = c اگر

اثبات:
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f ′(x) = lim
h→۰

c− c

h
= lim

h→۰
۰ = ۰.

■

همانͬ) تابع (مشتق ۲ .۹ .۱ قضیه ۲ .۹ .۱

.f ′(x) = ۱ آنگاه ،f(x) = x اگر

اثبات:

f ′(x) = lim
h→۰

(x+ h)− x

h
= lim

h→۰

h

h
= ۱.

■

توان) (مشتق ۳ .۹ .۱ قضیه ۳ .۹ .۱

.f ′(x) = nxn−۱ آنگاه ،n ∈ N برای f(x) = xn اگر

اثبات:

ͬ کنیم: م استفاده زیر اتحاد از

(x+ h)n − xn =

n∑
k=۰

(
n

k

)
xn−khk − xn =

n∑
k=۱

(
n

k

)
xn−khk.

:h بر تقسیم با

(x+ h)n − xn

h
=

n∑
k=۱

(
n

k

)
xn−khk−۱ = nxn−۱ +

(
n

۲

)
xn−۲h+ · · ·+ hn−۱.

پس: ͬ کنند. م میل صفر به اول جمله جز به جملات همه ،h → ۰ وقتͬ

f ′(x) = nxn−۱.

■

چندجملەای) (مشتق ۴ .۹ .۱ قضیه ۴ .۹ .۱

آنگاه: ،P (x) = anx
n + an−۱x

n−۱ + · · ·+ a۱x+ a۰ اگر

P ′(x) = nanx
n−۱ + (n− ۱)an−۱x

n−۲ + · · ·+ a۱.

■ .(۳ .۹ .۱ (قضیه توان مشتق و (۱ .۶ .۱ (قضیه مشتق بودن خطͬ از اثبات:

نمایی) تابع (مشتق ۵ .۹ .۱ قضیه ۵ .۹ .۱

.f ′(x) = ex و است مشتق پذیر نقطه هر در f(x) = ex تابع
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اثبات:

تعریف: از

f ′(x) = lim
h→۰

ex+h − ex

h
= lim

h→۰

ex(eh − ۱)
h

= ex · lim
h→۰

eh − ۱
h

.

:eh = ۱ + h+ h۲

۲! + · · · سری بسط از .limh→۰
eh−۱
h = ۱ دهیم نشان باید

eh − ۱
h

= ۱ +
h

۲!
+

h۲

۳!
+ · · · → ۱

■ .f ′(x) = ex پس .h → ۰ وقتͬ

طبیعͬ) لͽاریتم (مشتق ۶ .۹ .۱ قضیه ۶ .۹ .۱

.f ′(x) = ۱
x و است مشتق پذیر x > ۰ برای f(x) = lnx تابع

اثبات:

تعریف: از

f ′(x) = lim
h→۰

ln(x+ h)− lnx

h
= lim

h→۰

ln
(
x+h
x

)
h

= lim
h→۰

ln
(
۱ + h

x

)
h

.

پس: .u → ۰ ،h → ۰ وقتͬ .u = h/x دهید قرار

f ′(x) = lim
u→۰

ln(۱ + u)

xu
=

۱
x
· lim
u→۰

ln(۱ + u)

u
.

:limu→۰
ln(۱+u)

u = ۱ معروف حد از استفاده با

f ′(x) =
۱
x
.

■

مثلثاتͬ) توابع (مشتق ۷ .۹ .۱ قضیه ۷ .۹ .۱

.(sinx)′ = cosx الف)

.(cosx)′ = − sinx ب)

الف: اثبات

(sinx)′ = lim
h→۰

sin(x+ h)− sinx

h
.

:sin(x+ h) = sinx cosh+ cosx sinh مثلثاتͬ اتحاد از استفاده با

= lim
h→۰

sinx cosh+ cosx sinh− sinx

h
= lim

h→۰

[
sinx · cosh− ۱

h
+ cosx · sinh

h

]
.

:limh→۰
cosh−۱

h = ۰ و limh→۰
sinh
h = ۱ معروف حدهای از استفاده با
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= sinx · ۰ + cosx · ۱ = cosx.

■
■ .cos(x+ h) = cosx cosh− sinx sinh اتحاد با مشابه ب: اثبات

معکوس) مثلثاتͬ توابع (مشتق ۸ .۹ .۱ قضیه ۸ .۹ .۱

.|x| < ۱ برای (arcsinx)′ = ۱√
۱−x۲ الف)

.(arctanx)′ = ۱
۱+x۲ ب)

:۱ .۸ .۱ قضیه طبق .x = sin y پس ،y = arcsinx دهید قرار الف: اثبات

(arcsinx)′ =
۱

(sin y)′
=

۱
cos y

.

پس: .cos y =
√

۱ − sin۲ y =
√

۱ − x۲ و cos y > ۰ ،y ∈ (−π/۲, π/۲) چون

(arcsinx)′ =
۱√

۱ − x۲
.

■
:۱ .۸ .۱ قضیه طبق .x = tan y پس ،y = arctanx دهید قرار ب: اثبات

(arctanx)′ =
۱

(tan y)′
=

۱
sec۲ y

= cos۲ y.

پس: ،sec۲ y = ۱ + tan۲ y = ۱ + x۲ چون

(arctanx)′ =
۱

۱ + x۲ .

■

بالاتر مرتبه مشتق های ۱۰ .۱

۱ .۱۰ .۱ تعریف ۱ .۱۰ .۱

ͬ دهیم: م نشان d۲f
dx۲ یا f ′′ با و ͬ نامیم م f دوم مشتق را f ′ مشتق باشد، مشتق پذیر نیز f ′ و باشد مشتق پذیر f اگر

f ′′(x) = (f ′)′(x) = lim
h→۰

f ′(x+ h)− f ′(x)

h
.

ͬ کنیم: م تعریف بازگشتͬ صورت به و ͬ دهیم م نشان f (n) با را f nام مشتق مشابه، طور به

f (n)(x) = (f (n−۱))′(x).

ͬ دهد. م نشان را بازگشتͬ توالͬ این ۱۰ .۱ شͺل .f (۰) = f قرارداد با
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f f ′ f ′′ f (n)
d
dx

d
dx · · ·

مرتبه اول مرتبه دوم مرتبه n

.f (n) = (f (n−۱))′ بازگشتͬ تعریف با بالاتر مرتبه مشتق های توالͬ :۱۰ .۱ شͺل

۲ .۱۰ .۱ مثال ۲ .۱۰ .۱

.f (۴) = ۰ ،f ′′′ = ۶ ،f ′′ = ۶x ،f ′ = ۳x۲ :f(x) = x۳ ●

.n همه برای f (n)(x) = ex :f(x) = ex ●

.f (۴) = sinx ،f ′′′ = − cosx ،f ′′ = − sinx ،f ′ = cosx :f(x) = sinx ●

لایب نیتس) (قاعده ۳ .۱۰ .۱ قضیه ۳ .۱۰ .۱

آنگاه: باشند، مشتق n دارای g و f اگر بیان:

(fg)(n) =

n∑
k=۰

(
n

k

)
f (k)g(n−k).

.n روی استقرا با اثبات:

✓ .(fg)(۰) = fg =
(۰

۰
)
f (۰)g(۰) :n = ۰ پایه

✓ .(fg)′ = f ′g + fg′ =
(۱

۰
)
f (۰)g(۱) +

(۱
۱
)
f (۱)g(۰) :n = ۱ پایه

:n+ ۱ برای ͬ دهیم م نشان است. برقرار n برای حͺم کنید فرض استقرا: گام

(fg)(n+۱) =
[
(fg)(n)

]′
=

[
n∑

k=۰

(
n

k

)
f (k)g(n−k)

]′

.

مشتق گیری: با

=
n∑

k=۰

(
n

k

)[
f (k+۱)g(n−k) + f (k)g(n−k+۱)

]
.

:(k → k − ۱) اول جمله در اندیس تغییر با

=

n+۱∑
k=۱

(
n

k − ۱

)
f (k)g(n+۱−k) +

n∑
k=۰

(
n

k

)
f (k)g(n+۱−k).

ترکیب: با

= f (n+۱)g(۰) +
n∑

k=۱

[(
n

k − ۱

)
+

(
n

k

)]
f (k)g(n+۱−k) + f (۰)g(n+۱).

:
(

n
k−۱

)
+
(
n
k

)
=

(
n+۱
k

)
پاسͺال اتحاد با
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=

n+۱∑
k=۰

(
n+ ۱
k

)
f (k)g(n+۱−k).

■

رول قضیه ۱۱ .۱

(فرما) ۱ .۱۱ .۱ قضیه ۱ .۱۱ .۱

باشد، مشتق پذیر c در و برسد نسبی مینیمم یا ماکسیمم به c ∈ (a, b) در و باشد شده تعریف (a, b) باز بازه روی f اگر بیان:

.f ′(c) = ۰ آنگاه

اثبات:

:x ∈ (c− δ, c+ δ) ∩ (a, b) هر برای که دارد وجود δ > ۰ عدد پس باشد. نسبی ماکسیمم نقطه c کنید فرض

f(x) ≤ f(c).

:۰ < h < δ برای :h > ۰ حالت

f(c+ h) ≤ f(c) =⇒ f(c+ h)− f(c) ≤ ۰ =⇒ f(c+ h)− f(c)

h
≤ ۰.

نامساوی: و حد قضیه طبق

f ′
+(c) = lim

h→۰+

f(c+ h)− f(c)

h
≤ ۰.

،h < ۰ اما .f(c + h) − f(c) ≤ ۰ پس ،f(c + h) ≤ f(c) و c + h < c ،−δ < h < ۰ برای :h < ۰ حالت

پس:

f(c+ h)− f(c)

h
≥ ۰.

نامساوی: و حد قضیه طبق

f ′
−(c) = lim

h→۰−

f(c+ h)− f(c)

h
≥ ۰.

.f ′(c) ≥ ۰ دیͽر طرف از و f ′(c) ≤ ۰ طرف ͷی از .f ′(c) = f ′
+(c) = f ′

−(c) است، مشتق پذیر c در f چون نتیجه:

.f ′(c) = ۰ پس

■ نامساوی ها). جهت کردن عکس (با است مشابه نسبی مینیمم حالت

ͬ دهد. م نشان هندسͬ صورت به را وضعیت این ۱۱ .۱ شͺل

(رول) ۲ .۱۱ .۱ قضیه ۲ .۱۱ .۱

باشد: زیر شرایط دارای f : [a, b] → R اگر بیان:
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(c, f(c)) مماس افقͬ

.f ′(c) = ۰ و است افقͬ مماس است، مشتق پذیر آن در f که داخلͬ نسبی اکسترمم نقطه در فرما: قضیه :۱۱ .۱ شͺل

باشد. پیوسته [a, b] روی f .۱

باشد. مشتق پذیر (a, b) روی f .۲

.f(a) = f(b) .۳

.f ′(c) = ۰ که دارد وجود c ∈ (a, b) نقطەای آنگاه

اثبات:

M مطلق ماکسیمم به f Theoreⅿ)، Vaⅼue (Extreⅿe کراندار مقادیر قضیه طبق است، پیوسته [a, b] روی f چون

که: دارند وجود xM , xm ∈ [a, b] نقاط یعنͬ ͬ رسد. م [a, b] روی m مطلق مینیمم و

f(xM ) = M = max
[a,b]

f, f(xm) = m = min
[a,b]

f.

.M = m :۱ حالت

هر .f ′(x) = ۰ ،x ∈ (a, b) هر برای پس برابرند). ماکسیمم و مینیمم (چون است ثابت [a, b] روی f حالت این در

کنید. انتخاب c ∈ (a, b)

.M > m :۲ حالت

مشابه (حالت M > f(a) کنید فرض است. متفاوت f(a) = f(b) با m یا M مقدار دو از ͬͺی حداقل حالت، این در

.xM ∈ (a, b) پس باشد. b یا a ͬ تواند نم xM نقطه ،f(xM ) = M > f(a) = f(b) چون .(m < f(a) برای

:(۱ .۱۱ .۱) فرما قضیه طبق است، مشتق پذیر xM در f و است داخلͬ نسبی) نتیجه در (و مطلق ماکسیمم نقطه xM چون

f ′(xM ) = ۰.

■ .c = xM دهید قرار

است. شده داده نشان ۱۳ .۱ شͺل در آن شرط سه هر ضرورت و ۱۲ .۱ شͺل در رول قضیه هندسͬ تفسیر

رول قضیه روی تفصیلͬ بحث ۳ .۱۱ .۱

لازمند؟ شرط سه هر آیا .۱

ͬ آوریم: م نقض مثال شرط، هر برای بله.

هیچ در f ولͬ ،f(۰) = ۰ = f(۱) داریم .f(۱) = ۰ و [۰, ۱) روی f(x) = x :[a, b] روی پیوستگͬ بدون ●

ندارد. صفر مشتق نقطەای
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a،b

c

وجود افقͬ مماس با c چون نقطەای باشد، برقرار پیوستگ̸ͬمشتق پذیری شرایط و f(a) = f(b) اگر رول: قضیه :۱۲ .۱ شͺل
دارد.

ناپیوسته در b گوشەدار f(a) ̸= f(b)

ͬ شود. م نقض (f ′(c) = ۰ با c (وجود نتیجه ،ͷی هر حذف با لازم اند: رول قضیه شرط سه هر :۱۳ .۱ شͺل

ندارد وجود f ′(۰) ولͬ ،f(−۱) = f(۱) = ۱ داریم .[−۱, ۱] روی f(x) = |x| :(a, b) روی مشتق پذیری بدون ●

نیست. f ′ = ۰ دیͽری نقطه هیچ در و

همەجا. در f ′ = ۱ ̸= ۰ و f(۰) ̸= f(۱) .[۰, ۱] روی f(x) = x :f(a) = f(b) بدون ●

یͺتاست؟ c آیا .۲

x = ۳π/۲ و x = π/۲ در f ′(x) = cosx مشتق .f(۰) = f(۲π) = ۰ .[۰, ۲π] روی f(x) = sinx مثال: خیر.

دارد. وجود c نقطه دو پس ͬ شود. م صفر

هندسͬ. تفسیر .۳

پیوسته منحنͬ و شود، ختم ارتفاع همان با (b, f(b)) نقطه به و شروع (a, f(a)) نقطه از منحنͬ اگر ͬ گوید: م رول قضیه

است. افقͬ آن در مماس خط که دارد وجود منحنͬ روی نقطه ͷی حداقل آنگاه باشد، (مشتق پذیر) «صاف» و

(لاگرانژ) میانگین مقدار قضیه ۱۲ .۱

میانگین) (مقدار ۱ .۱۲ .۱ قضیه ۱ .۱۲ .۱

باشد: زیر شرایط دارای f : [a, b] → R اگر بیان:

باشد. پیوسته [a, b] روی f .۱

باشد. مشتق پذیر (a, b) روی f .۲

که: دارد وجود c ∈ (a, b) نقطەای آنگاه

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

اثبات:

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را g : [a, b] → R ͬͺکم تابع
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g(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

.g برای رول شرایط بررسͬ :۱ گام

است. پیوسته پس است. (پیوسته) خطͬ تابع ͷی و (پیوسته) f جمع g :[a, b] روی پیوستگͬ ●

مشتق: است. (مشتق پذیر) خطͬ و (مشتق پذیر) f جمع g مشابه، :(a, b) روی مشتق پذیری ●

g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
.

انتهایی: نقاط در مقادیر ●

g(a) = f(a)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
· ۰ = ۰.

g(b) = f(b)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(b− a) = f(b)− f(a)− (f(b)− f(a)) = ۰.

.g(a) = g(b) = ۰ پس

رول. قضیه اعمال :۲ گام

یعنͬ: .g′(c) = ۰ که دارد وجود c ∈ (a, b) نقطەای ،۲ .۱۱ .۱ قضیه طبق

f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
= ۰ =⇒ f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

■
است. آمده ۱۴ .۱ شͺل در قضیه این هندسͬ تفسیر

a،b

(a, f(a))

(b, f(b))

c

قاطع

مماس

.f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a است؛ قاطع خط موازی آن در مماس که دارد وجود c چون نقطەای میانگین: مقدار قضیه :۱۴ .۱ شͺل

میانگین مقدار قضیه روی تفصیلͬ بحث ۲ .۱۲ .۱

هندسͬ. تفسیر .۱
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روی c نقطەای ͬ گوید: م ⅯVT قضیه است. (b, f(b)) و (a, f(a)) نقطه دو بین قاطع خط شیب f(b)−f(a)
b−a نسبت

است. قاطع خط شیب برابر آن، در مماس خط شیب که دارد وجود منحنͬ

رول. قضیه با ارتباط .۲

.f ′(c) = ۰ ͬ دهد م نتیجه ⅯVT و f(b)−f(a)
b−a = ۰ آنگاه ،f(a) = f(b) اگر است: ⅯVT از خاصͬ حالت رول قضیه

است؟ لازم [a, b] روی پیوستگͬ شرط آیا .۳

نیست. برقرار ⅯVT و ناپیوسته) صفر (در نیست پیوسته [−۱, ۱] روی f(x) = ۱/x مثال: بله.

است؟ لازم (a, b) روی مشتق پذیری شرط آیا .۴

،x ̸= ۰ (در ͬ شود نم صفر نقطەای هیچ در f ′ ولͬ ،f(۱)−f(−۱)
۲ = ۰ .[−۱, ۱] روی f(x) = |x| مثال: بله.

ندارد). وجود مشتق x = ۰ در و f ′ = ±۱

یͺتاست؟ c آیا .۵

نقطه. دو .f ′(x) = ۳x۲ = ۱ =⇒ x = ±۱/
√

۳ .f(۱)−f(−۱)
۲ = ۱ .[−۱, ۱] روی f(x) = x۳ مثال: خیر.

کوشͬ) (ⅯVT ۲ .۱۲ .۱ قضیه ۳ .۱۲ .۱

آنگاه ،x ∈ (a, b) همه برای g′(x) ̸= ۰ و باشند، (a, b) روی مشتق پذیر و [a, b] روی پیوسته f, g : [a, b] → R اگر بیان:

که: دارد وجود c ∈ (a, b)

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

اثبات:

.g(b) ̸= g(a) ͬ دهیم م نشان :۱ گام

g′ ̸= ۰ فرض با این دارد. وجود g′(ξ) = ۰ با ξ ∈ (a, b) نقطەای رول، قضیه طبق آنگاه .g(b) = g(a) خلاف: فرض

.̸= ۰ کسر مخرج و g(b) ̸= g(a) پس دارد. تناقض

.ͬͺکم تابع :۲ گام

h(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

رول. شرایط بررسͬ :۳ گام

.(a, b) روی مشتق پذیر و [a, b] روی پیوسته h ●

.h(a) = ۰ ●

.h(b) = f(b)− f(a)− f(b)−f(a)
g(b)−g(a) (g(b)− g(a)) = ۰ ●

رول. اعمال :۴ گام

اما: .h′(c) = ۰ با c ∈ (a, b) نقطەای

h′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x).

پس:
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f ′(c) =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(c) =⇒ f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

■
ͬ دهد. م نشان هندسͬ صورت به را کوشͬ تعمیم ۱۵ .۱ شͺل

۱ ۲

f(x) = x۲

g(x) = x۲

۲ + x

f ′(c)

g′(c)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

x

y

است. برابر تابع دو کل تغییرات نسبت با c نقطه در مشتق ها نسبت کوشͬ: ⅯVT :۱۵ .۱ شͺل

میانگین مقدار قضیه کاربردهای ۱۳ .۱

صفر) مشتق با (تابع ۱ .۱۳ .۱ نتیجه ۱ .۱۳ .۱

است. ثابت I روی f آنگاه ،x ∈ I همه برای f ′(x) = ۰ و مشتق پذیر I بازه روی f اگر بیان:

اثبات:

(x۱, x۲) روی و پیوسته آن روی f (که [x۱, x۲] بازه روی ⅯVT قضیه طبق .x۱ < x۲ با x۱, x۲ ∈ I کنید فرض

که: دارد وجود c ∈ (x۱, x۲) نقطەای است)، مشتق پذیر

f(x۲)− f(x۱) = f ′(c)(x۲ − x۱) = ۰ · (x۲ − x۱) = ۰.

■ است. ثابت I روی f بودند، دلخواه x۱, x۲ چون .f(x۲) = f(x۱) پس

ثابت) (تفاضل ۲ .۱۳ .۱ نتیجه ۲ .۱۳ .۱

.C ثابتͬ برای f(x) = g(x) + C آنگاه ،x ∈ I همه برای f ′(x) = g′(x) اگر بیان:

اثبات:

.f−g = C پس است. ثابت h ،۱ .۱۳ .۱ نتیجه طبق .I روی h′ = f ′−g′ = ۰ آنگاه کنید. تعریف را h = f−g تابع

■

یͺنوایی) (تست ۳ .۱۳ .۱ قضیه ۳ .۱۳ .۱

باشد. مشتق پذیر (a, b) روی و پیوسته [a, b] روی f کنید فرض بیان:

است. [a, b] روی صعودی اکیداً f آنگاه ،x ∈ (a, b) همه برای f ′(x) > ۰ اگر .۱
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است. [a, b] روی نزولͬ اکیداً f آنگاه ،x ∈ (a, b) همه برای f ′(x) < ۰ اگر .۲

است. [a, b] روی اکید) لزوماً (نه صعودی f آنگاه ،x ∈ (a, b) همه برای f ′(x) ≥ ۰ اگر .۳

:(۱) اثبات

که: دارد وجود c ∈ (x۱, x۲) ⅯVT، طبق .[a, b] در x۱ < x۲ کنید فرض

f(x۲)− f(x۱) = f ′(c)(x۲ − x۱).

.f(x۲) > f(x۱) یعنͬ ،f(x۲)− f(x۱) > ۰ پس است. مثبت حاصل ضرب ،x۲ − x۱ > ۰ و f ′(c) > ۰ چون

مشابه. (۲)

■ .≥ ۰ با مشابه (۳)

ͬ دهد. م نشان را صعودی̸نزولͬ رفتار و مشتق علامت ارتباط ۱۶ .۱ شͺل

f ′ > ۰ f ′ < ۰ f ′ > ۰

صعودی نزولͬ صعودی

x

ͬ کند. م تعیین را f صعودی̸نزولͬ رفتار بازه، هر روی f ′ علامت یͺنوایی: تست :۱۶ .۱ شͺل

ریشه) (یͺتایی ۴ .۱۳ .۱ قضیه ۴ .۱۳ .۱

دارد. I در ریشه ͷی حداکثر f(x) = ۰ معادله آنگاه ،x ∈ I همه برای f ′(x) > ۰ و مشتق پذیر I بازه روی f اگر بیان:

اثبات:

وجود f ′(c) = ۰ با c ∈ (a, b) رول، قضیه طبق .f(a) = f(b) = ۰ دارد: وجود I در a < b ریشه دو خلاف: فرض

■ دارد. تناقض f ′ > ۰ با این دارد.

ⅯVT) از (نامساوی ها ۵ .۱۳ .۱ قضیه ۵ .۱۳ .۱

.b− a

b
< ln

b

a
<

b− a

a
:۰ < a < b برای الف)

.ex > ۱ + x :x > ۰ برای ب)

. x

۱ + x
< ln(۱ + x) < x :x > ۰ برای ج)

.| sinx− sin y| ≤ |x− y| :x, y همه برای د)

.| arctanx− arctan y| ≤ |x− y| :x, y همه برای ه)

الف: اثبات

که: دارد وجود c ∈ (a, b) ⅯVT، طبق است. مشتق پذیر (a, b) روی و پیوسته [a, b] روی f(t) = ln t تابع

ln b− ln a

b− a
=

۱
c

=⇒ ln
b

a
=

b− a

c
.

:b− a > ۰ در ضرب . ۱
b < ۱

c < ۱
a داریم ،a < c < b چون
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b− a

b
<

b− a

c
<

b− a

a
=⇒ b− a

b
< ln

b

a
<

b− a

a
.

■
ب: اثبات

که: دارد وجود c ∈ (۰, x) ⅯVT، طبق .x > ۰ با [۰, x] روی f(t) = et تابع

ex − e۰

x− ۰
= ec =⇒ ex − ۱ = xec.

■ .ex > ۱ + x یعنͬ ،ex − ۱ = xec > x پس .ec > ۱ ،c > ۰ چون

ج: اثبات

که: دارد وجود c ∈ (۰, x) ⅯVT، طبق .x > ۰ با [۰, x] روی f(t) = ln(۱ + t) تابع

ln(۱ + x)− ln ۱
x− ۰

=
۱

۱ + c
=⇒ ln(۱ + x) =

x

۱ + c
.

:x > ۰ در ضرب . ۱
۱+x < ۱

۱+c < ۱ پس ،۱ < ۱ + c < ۱ + x داریم ،۰ < c < x چون

x

۱ + x
<

x

۱ + c
< x =⇒ x

۱ + x
< ln(۱ + x) < x.

■
د: اثبات

با: آن ها بین c ⅯVT، طبق .y و x بین بازه روی f(t) = sin t تابع

sin y − sinx

y − x
= cos c.

پس:

| sin y − sinx| = |y − x| · | cos c| ≤ |y − x|.

■
■ .|f ′(t)| = ۱

۱+t۲ ≤ ۱ و f(t) = arctan t با مشابه ه: اثبات

ͬ دهد. م نشان را (الف) نامساوی هندسͬ تفسیر ۱۷ .۱ شͺل

مشتق) میانͬ مقدار (خاصیت داربو قضیه ۱۴ .۱

(داربو) ۱ .۱۴ .۱ قضیه ۱ .۱۴ .۱

c ∈ (a, b) نقطەای ،f ′(b) و f ′(a) بین λ هر برای آنگاه ،a < b با a, b ∈ I و باشد مشتق پذیر I بازه روی f اگر بیان:

.f ′(c) = λ که دارد وجود

اثبات:

.f ′(a) < λ < f ′(b) :۱ حالت
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a،b a،b

(a, ln a)

(b, ln b)

t

y

است. محصور بازه سر دو شیب های بین میانͬ، نقطه در مماس : b−a
b < ln b

a < b−a
a نامساوی هندسͬ تفسیر :۱۷ .۱ شͺل

ͬ کنیم: م تعریف را g : [a, b] → R ͬͺکم تابع

g(x) = f(x)− λx.

آنگاه:

g′(x) = f ′(x)− λ.

پس:

g′(a) = f ′(a)− λ < ۰, g′(b) = f ′(b)− λ > ۰.

باشد. [a, b] روی g مطلق مینیمم ͬ تواند نم a :۱ گام

مشتق: تعریف طبق ،g′(a) < ۰ چون

lim
h→۰+

g(a+ h)− g(a)

h
= g′(a) < ۰.

a راست سمت در مقداری پس .g(a + h) < g(a) یعنͬ ،g(a+h)−g(a)
h < ۰ ،ͷکوچ کافͬ بەقدر h > ۰ برای پس

نیست. مطلق مینیمم a پس است. g(a) از کوچͷ تر آن در g که دارد وجود

باشد. [a, b] روی g مطلق مینیمم ͬ تواند نم b :۲ گام

:g′(b) > ۰ چون

lim
h→۰−

g(b+ h)− g(b)

h
= g′(b) > ۰.

تقسیم (چون g(b + h) − g(b) < ۰ پس ،g(b+h)−g(b)
h > ۰ و h < ۰ صفر، به ͷنزدی کافͬ بەقدر h < ۰ برای

آن در g که دارد وجود b چپ سمت در مقداری پس .g(b + h) < g(b) یعنͬ ͬ کند). م عکس را نامساوی جهت منفͬ، بر

نیست. مطلق مینیمم b پس است. g(b) از کوچͷ تر

داخلͬ. مینیمم وجود :۳ گام

ͬ رسد. م c ∈ [a, b] مانند نقطەای در خود مطلق مینیمم به g کراندار، مقادیر قضیه طبق است، پیوسته [a, b] روی g چون

.c ∈ (a, b) پس .c ̸= b و c ̸= a ،۲ و ۱ گام های طبق
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فرما. قضیه اعمال :۴ گام

:(۱ .۱۱ .۱) فرما قضیه طبق است، مشتق پذیر c در g و است داخلͬ مینیمم نقطه c چون

g′(c) = ۰ =⇒ f ′(c)− λ = ۰ =⇒ f ′(c) = λ.

.f ′(a) > λ > f ′(b) :۲ حالت

■ .−f روی ۱ حالت اعمال با یا g(x) = λx− f(x) گرفتن نظر در با مشابه

ͬ دهد. م نشان بصری صورت به را قضیه این ۱۸ .۱ شͺل

a،b a،b

λ

x

f ′(x)

نباشد. پیوسته است ممͺن f ′ هرچند ͬ کند، م اختیار را f ′(b) و f ′(a) بین مقدار هر مشتق داربو: قضیه :۱۸ .۱ شͺل

مشتق) ثابت (علامت ۲ .۱۴ .۱ نتیجه ۲ .۱۴ .۱

همەجا یا مثبت، همەجا (یا دارد ثابت علامت f ′ آنگاه ،x ∈ I همه برای f ′(x) ̸= ۰ و مشتق پذیر I بازه روی f اگر بیان:

منفͬ).

اثبات:

کلͬ، کاستͬ بدون .f ′(x۲) > ۰ و f ′(x۱) < ۰ که دارند وجود x۱, x۲ ∈ I پس ندارد. ثابت علامت f ′ خلاف: فرض

که دارد وجود c ∈ (x۱, x۲) نقطەای است)، f ′(x۲) و f ′(x۱) بین (که λ = ۰ با داربو قضیه طبق .x۱ < x۲ کنید فرض

■ دارد. تناقض f ′ ̸= ۰ فرض با این .f ′(c) = ۰

مشتق) پرش (عدم ۳ .۱۴ .۱ نتیجه ۳ .۱۴ .۱

باشد. داشته پرشͬ ناپیوستگͬ ͬ تواند نم مشتق پذیر تابع ͷی مشتق بیان:

اثبات:

یعنͬ: دارد. پرشͬ ناپیوستگͬ x۰ در f ′ خلاف: فرض

lim
x→x−

۰

f ′(x) = L۱, lim
x→x+

۰

f ′(x) = L۲, L۱ ̸= L۲.

چپ، از x۰ به ͷنزدی x برای کنید. انتخاب L۱ < λ < L۲ با را λ عدد .L۱ < L۲ کنید فرض کلͬ، کاستͬ بدون

(بەقدر x۱ < x۰ < x۲ نقطه جفت هر برای داربو، قضیه طبق .f ′(x) > λ راست، از x۰ به ͷنزدی x برای و f ′(x) < λ

آنگاه ،c < x۰ اگر باشد. x۰ ͬͽهمسای در باید c این اما دارد. وجود f ′(c) = λ با x۲ و x۱ بین c نقطەای ،(ͷنزدی کافͬ

،x۰ راست سمت در (چون f ′(c) > λ آنگاه ،c > x۰ اگر تناقض. ،(f ′ < λ ،x۰ چپ سمت در (چون f ′(c) < λ
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بین λ همه برای نه است، ممͺن خاص λ ͷی برای فقط این اما ،f ′(x۰) = λ است ممͺن ،c = x۰ اگر تناقض. ،(f ′ > λ

■ تناقض. پس .L۲ و L۱

ناپیوسته) مشتق با (تابع ۴ .۱۴ .۱ مثال ۴ .۱۴ .۱

:x ̸= ۰ برای و f ′(۰) = ۰ که دیدیم .f(۰) = ۰ و x ̸= ۰ برای f(x) = x۲ sin(۱/x) تابع

f ′(x) = ۲x sin(۱/x)− cos(۱/x).

نه است، (نوسانͬ) اساسͬ نوع از ناپیوستگͬ این اما ͬ کند). م نوسان cos(۱/x) (چون است ناپیوسته صفر در f ′ مشتق

است. سازگار ۳ .۱۴ .۱ نتیجه با این پرشͬ.

هوپیتال قاعده ۱۵ .۱

( ۰
۰ فرم — (هوپیتال ۱ .۱۵ .۱ قضیه ۱ .۱۵ .۱

و: ،x۰ ͬͽهمسای در g′(x) ̸= ۰ باشند، مشتق پذیر (x۰ خود احتمالا˟ جز (به x۰ حاوی بازەای روی f, g کنید فرض بیان:

lim
x→x۰

f(x) = ۰, lim
x→x۰

g(x) = ۰.

آنگاه: باشد)، −∞ یا +∞ حقیقͬ، ͬ تواند م L (که limx→x۰
f ′(x)
g′(x) = L اگر

lim
x→x۰

f(x)

g(x)
= L.

متناهͬ): L (حالت اثبات

.x۰ به g و f گسترش :۱ گام

با g برای مشابه است. پیوسته گسترش این ͬ دهیم. م گسترش f(x۰) = ۰ با را f تابع ،limx→x۰ f(x) = ۰ چون

.g(x۰) = ۰

آمادەسازی. :۲ گام

:۰ < |x− x۰| < δ برای که دارد وجود δ > ۰ عدد ،limx→x۰
f ′(x)
g′(x) = L چون .ε > ۰ کنید فرض

∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
− L

∣∣∣∣ < ε.

کوشͬ. قضیه اعمال :۳ گام

آن داخل روی و پیوسته بازه این روی g و f توابع بͽیرید. نظر در را x و x۰ بین بازه ،۰ < |x − x۰| < δ با x برای

که: دارد وجود x و x۰ بین c نقطەای ،(۲ .۱۲ .۱) کوشͬ قضیه طبق مشتق پذیرند.

f(x)− f(x۰)

g(x)− g(x۰)
=

f ′(c)

g′(c)
.

:f(x۰) = g(x۰) = ۰ چون
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f(x)

g(x)
=

f ′(c)

g′(c)
.

نتیجه. :۴ گام

پس: .۰ < |c− x۰| < δ داریم ،|x− x۰| < δ و است x و x۰ بین c چون

∣∣∣∣f(x)g(x)
− L

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(c)

g′(c)
− L

∣∣∣∣ < ε.

■ .limx→x۰
f(x)
g(x) = L پس

(∞
∞ فرم — (هوپیتال ۲ .۱۵ .۱ قضیه ۲ .۱۵ .۱

.limx→x۰
f(x)
g(x) = L آنگاه ،limx→x۰

f ′(x)
g′(x) = L و limx→x۰ f(x) = limx→x۰ g(x) = ∞ اگر مشابه، شرایط با بیان:

:(x → x+۰ متناهͬ، L (حالت اثبات

که دارد وجود δ۱ > ۰ عدد ،limx→x+
۰

f ′(x)
g′(x) = L چون کنید. انتخاب η < ε/۲ با η > ۰ عدد .ε > ۰ کنید فرض

:x۰ < x < x۰ + δ۱ برای

∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
− L

∣∣∣∣ < η.

.a انتخاب :۱ گام

کنید. انتخاب ثابت را a ∈ (x۰, x۰ + δ۱) عدد

.δ۲ انتخاب :۲ گام

:x۰ < x < x۰ + δ۲ برای که دارد وجود δ۲ > ۰ عدد ،limx→x+
۰
g(x) = ∞ چون

g(x) > g(a), g(x) > ۰.

کوشͬ. قضیه اعمال :۳ گام

که: دارد وجود c ∈ (a, x) نقطەای ،[a, x] روی کوشͬ قضیه طبق .x۰ < x < min(x۰ + δ۱, x۰ + δ۲) کنید فرض

f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
.

داریم: ،c ∈ (a, x) ⊂ (x۰, x۰ + δ۱) چون

∣∣∣∣f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
− L

∣∣∣∣ < η.

تجزیه. :۴ گام

ͬ نویسیم: م

f(x)

g(x)
− L =

f(x)− f(a)

g(x)
+

f(a)

g(x)
− L.

تنظیم: با
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=
g(x)− g(a)

g(x)
· f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
+

f(a)

g(x)
− L.

:L · g(x)−g(a)
g(x) کاستن و افزودن با

=
g(x)− g(a)

g(x)

[
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
− L

]
+ L · g(x)− g(a)

g(x)
+

f(a)

g(x)
− L.

سادەسازی:

=
g(x)− g(a)

g(x)

[
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
− L

]
− L · g(a)

g(x)
+

f(a)

g(x)
.

کران گذاری. :۵ گام

اول: جمله

∣∣∣∣g(x)− g(a)

g(x)

∣∣∣∣ ≤ ۱

.< η اول جمله اندازه پس .(۰ < g(x)−g(a)
g(x) < ۱ پس ،g(x) > g(a) > ۰ (چون

:x۰ ͷنزدی کافͬ بەقدر x برای ،x → x+۰ وقتͬ g(x) → ∞ چون سوم: و دوم جمله

∣∣∣∣−L · g(a)
g(x)

+
f(a)

g(x)

∣∣∣∣ ≤ |L| · |g(a)|+ |f(a)|
g(x)

< η.

نتیجه. :۶ گام

:x۰ ͷنزدی کافͬ بەقدر x برای پس

∣∣∣∣f(x)g(x)
− L

∣∣∣∣ < η + η = ۲η < ε.

■ مشابه. x → ±∞ و x → x−۰ حالت .limx→x+
۰

f(x)
g(x) = L پس

هوپیتال قاعده روی تفصیلͬ بحث ۳ .۱۵ .۱

نامعین. فرم های .۱

دارد: کاربرد نامعین فرم هفت برای هوپیتال قاعده

۰
۰ ●

∞
∞ ●

۰ · ∞ ●

∞−∞ ●

۰۰ ●
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۱∞ ●

∞۰ ●

شͺل ͬ کنیم. م تبدیل ∞
∞ یا ۰

۰ به را مسئله لͽاریتم، یا جبری تبدیل با ابتدا توانͬ، فرم های و ،∞−∞ ،۰ ·∞ فرم های برای

ͬ دهد. م نشان را قاعده این از استفاده برای تصمیم گیری فلوچارت ۱۹ .۱

شروع: lim f/g

فرم ۰
۰ یا ∞

؟∞

محاسبه lim f ′/g′

حد موجود است؟

نتیجه: lim f/g = L

هوپیتال نتیجه ͬ دهد نم

بله

بله

خیر

مشتق ها. نسبت حد محاسبه سپس نامعین، فرم بررسͬ ابتدا هوپیتال: قاعده فلوچارت :۱۹ .۱ شͺل

استفاده. شرایط .۲

نیست. لازم هوپیتال و lim f
g = ∞ آنگاه ،lim g = ۰ و lim f = ۱ اگر است. نامعین فرم شویم مطمئن باید ابتدا ●

.(x۰ احتمالا˟ جز (به x۰ ͬͽهمسای در g′(x) ̸= ۰ باید ●

ندارد). وجود حد اینکه (نه ͬ دهد نم نتیجەای هوپیتال نباشد، موجود حد این اگر .(±∞ (یا باشد موجود lim f ′

g′ باید ●

رایج. دام های .۳

نامعین. فرم بررسͬ بدون هوپیتال از استفاده ●

شرایط. بررسͬ بدون مͺرر استفاده ●

کسر. مشتق نه ͬ شود، م گرفته جداگانه مخرج و صورت مشتق اینکه کردن فراموش ●

ͬ خورد. م شͺست آن ها در هوپیتال که مثال هایی .۴

.limx→∞
x+sinx

x الف: مثال

بزنیم: هوپیتال اگر است. ∞
∞ حد این

۱ + cosx

۱
.

دارد: وجود اصلͬ حد اما ͬ کند). م نوسان cosx (چون ندارد وجود حد این
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lim
x→∞

x+ sinx

x
= lim

x→∞

(
۱ +

sinx

x

)
= ۱.

است. موجود اصلͬ حد هرچند ͬ دهد، نم نتیجه اینجا در هوپیتال پس

.limx→۰
x۲ sin(۱/x)

x ب: مثال

هوپیتال: است. ۰
۰ حد این

۲x sin(۱/x)− cos(۱/x)
۱

.

اصلͬ: حد اما ندارد. وجود حد این

lim
x→۰

x sin(۱/x) = ۰.

ͬ دهد. نم نتیجه هوپیتال پس

تیلور قضیه ۱۶ .۱

لاگرانژ) باقیمانده با (تیلور ۱ .۱۶ .۱ قضیه ۱ .۱۶ .۱

x و x۰ بین c نقطەای بازه، این در x هر برای باشد. پیوسته مشتق n + ۱ دارای x۰ حاوی بازەای روی f کنید فرض بیان:

که: دارد وجود

f(x) =
n∑

k=۰

f (k)(x۰)

k!
(x− x۰)

k +
f (n+۱)(c)

(n+ ۱)!
(x− x۰)

n+۱.

اثبات:

که: ͬ کنیم م تعریف طوری را M ثابت .x ̸= x۰ کنید فرض

f(x) =
n∑

k=۰

f (k)(x۰)

k!
(x− x۰)

k +M(x− x۰)
n+۱.

یعنͬ:

M =
f(x)−

∑n
k=۰

f (k)(x۰)
k! (x− x۰)

k

(x− x۰)n+۱ .

ͬ کنیم: م تعریف را زیر ͬͺکم تابع

g(t) = f(t)−
n∑

k=۰

f (k)(x۰)

k!
(t− x۰)

k −M(t− x۰)
n+۱.

.x و x۰ در g مقادیر بررسͬ :۱ گام

.M تعریف طبق g(x) = ۰ ●

.((x۰ − x۰)
n+۱ = ۰ و Pn(x۰) = f(x۰) (چون g(x۰) = f(x۰)− f(x۰)− ۰ = ۰ ●
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.x۰ در g مشتقات بررسͬ :۲ گام

:k = ۰, ۱, . . . , n برای

g(k)(x۰) = f (k)(x۰)− P (k)
n (x۰)−M · dk

dtk
(t− x۰)

n+۱
∣∣∣
t=x۰

.

kام مشتق همچنین .k = ۰, ۱, . . . , n برای P (k)
n (x۰) = f (k)(x۰) که شده ساخته بەگونەای Pn تیلور چندجملەای

با: است برابر k ≤ n برای (t− x۰)
n+۱

dk

dtk
(t− x۰)

n+۱ = (n+ ۱)n(n− ۱) · · · (n− k + ۲)(t− x۰)
n+۱−k.

پس: .(n+ ۱ − k ≥ ۱ (چون است صفر برابر t = x۰ در عبارت این

g(k)(x۰) = ۰ (k = ۰, ۱, . . . , n).

رول. قضیه مͺرر اعمال :۳ گام

.g′(c۱) = ۰ با x و x۰ بین c۱ رول، طبق .g(x۰) = g(x) = ۰ ●

.g′′(c۲) = ۰ با c۱ و x۰ بین c۲ رول، طبق .g′(c۱) = ۰ و g′(x۰) = ۰ ●

.g(n+۱)(cn+۱) = ۰ با cn و x۰ بین cn+۱ تا ͬ دهیم م ادامه ●

.c = cn+۱ دهید قرار

.g(n+۱) محاسبه :۴ گام

برابر (t−x۰)
n+۱ (n+۱)ام مشتق است. صفر برابر است) ≤ n درجەاش (که Pn تیلور چندجملەای (n+۱)ام مشتق

پس: است. (n+ ۱)!

g(n+۱)(t) = f (n+۱)(t)− ۰ −M(n+ ۱)!.

نتیجه. :۵ گام

۰ = g(n+۱)(c) = f (n+۱)(c)−M(n+ ۱)! =⇒ M =
f (n+۱)(c)

(n+ ۱)!
.

تعریف: در M جایͽذاری با

f(x) =
n∑

k=۰

f (k)(x۰)

k!
(x− x۰)

k +
f (n+۱)(c)

(n+ ۱)!
(x− x۰)

n+۱.

■

کوشͬ) باقیمانده با (تیلور ۲ .۱۶ .۱ قضیه ۲ .۱۶ .۱

که: دارد وجود x و x۰ بین c نقطەای ،۱ .۱۶ .۱ قضیه شرایط با بیان:
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Rn(x) =
f (n+۱)(c)

n!
(x− c)n(x− x۰).

اثبات:

ͬ کنیم: م تعریف را زیر ͬͺکم تابع دو

F (t) = f(x)−
n∑

k=۰

f (k)(t)

k!
(x− t)k, G(t) = (x− t)n+۱.

ͬ کنیم: م بررسͬ

.G(x) = ۰ ،F (x) = f(x)− f(x) = ۰ ●

.G(x۰) = (x− x۰)
n+۱ (باقیمانده)، F (x۰) = Rn(x) ●

.(x۰, x) روی مشتق پذیر و [x۰, x] روی پیوسته G و F ●

:F ′(t) محاسبه

F ′(t) = −
n∑

k=۰

d

dt

[
f (k)(t)

k!
(x− t)k

]
.

حاصل ضرب: قاعده با

= −
n∑

k=۰

۱
k!

[
f (k+۱)(t)(x− t)k − kf (k)(t)(x− t)k−۱

]
.

بازنویسͬ: با

= −
n∑

k=۰

f (k+۱)(t)

k!
(x− t)k +

n∑
k=۱

f (k)(t)

(k − ۱)!
(x− t)k−۱.

:(k → k + ۱) دوم جمله در اندیس تغییر با

= −
n∑

k=۰

f (k+۱)(t)

k!
(x− t)k +

n−۱∑
k=۰

f (k+۱)(t)

k!
(x− t)k.

ͬ ماند: م باقͬ k = n جمله فقط و ͬ شوند م حذف k = ۰, . . . , n− ۱ جملات

F ′(t) = −f (n+۱)(t)

n!
(x− t)n.

:G′(t) محاسبه

G′(t) = −(n+ ۱)(x− t)n.

کوشͬ: قضیه اعمال
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F (x)− F (x۰)

G(x)−G(x۰)
=

F ′(c)

G′(c)

جایͽذاری: با .c ∈ (x۰, x) برای

۰ −Rn(x)

۰ − (x− x۰)n+۱ =
−f (n+۱)(c)

n! (x− c)n

−(n+ ۱)(x− c)n
.

سادەسازی:

Rn(x)

(x− x۰)n+۱ =
f (n+۱)(c)

n!(n+ ۱)
=

f (n+۱)(c)

(n+ ۱)!
.

پس:

Rn(x) =
f (n+۱)(c)

(n+ ۱)!
(x− x۰)

n+۱.

ͬ کنیم: م استفاده G متفاوت انتخاب از کوشͬ، باقیمانده آوردن دست به برای است. لاگرانژ باقیمانده همان این

G(t) = (x− t).

مشابه: محاسبه با

F ′(t) = −f (n+۱)(t)

n!
(x− t)n, G′(t) = −۱.

کوشͬ: قضیه طبق

F (x)− F (x۰)

G(x)−G(x۰)
=

F ′(c)

G′(c)
=⇒ −Rn(x)

−(x− x۰)
=

−f (n+۱)(c)
n! (x− c)n

−۱
.

سادەسازی:

Rn(x)

x− x۰
=

f (n+۱)(c)

n!
(x− c)n =⇒ Rn(x) =

f (n+۱)(c)

n!
(x− c)n(x− x۰).

■

انتگرالͬ) باقیمانده با (تیلور ۳ .۱۶ .۱ قضیه ۳ .۱۶ .۱

آنگاه: باشد، x۰ حاوی بازه روی پیوسته مشتق n+ ۱ دارای f اگر بیان:

Rn(x) =
۱
n!

∫ x

x۰

f (n+۱)(t)(x− t)n dt.

(استقرا): اثبات

:n = ۰ پایه
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R۰(x) = f(x)− f(x۰) =

∫ x

x۰

f ′(t) dt =
۱
۰!

∫ x

x۰

f ′(t)(x− t)۰ dt.

است. درست حساب، اساسͬ قضیه طبق

است: برقرار n− ۱ برای حͺم کنید فرض استقرا: گام

Rn−۱(x) =
۱

(n− ۱)!

∫ x

x۰

f (n)(t)(x− t)n−۱ dt.

اما:

Rn(x) = Rn−۱(x)−
f (n)(x۰)

n!
(x− x۰)

n.

جزء بەجزء: انتگرال گیری با

۱
(n− ۱)!

∫ x

x۰

f (n)(t)(x− t)n−۱ dt =

[
−f (n)(t)(x− t)n

n!

]x

x۰

+
۱
n!

∫ x

x۰

f (n+۱)(t)(x− t)n dt.

مرزی: جمله

[
−f (n)(t)(x− t)n

n!

]x

x۰

= ۰ +
f (n)(x۰)(x− x۰)

n

n!
.

پس:

Rn−۱(x) =
f (n)(x۰)(x− x۰)

n

n!
+

۱
n!

∫ x

x۰

f (n+۱)(t)(x− t)n dt.

بنابراین:

Rn(x) = Rn−۱(x)−
f (n)(x۰)(x− x۰)

n

n!
=

۱
n!

∫ x

x۰

f (n+۱)(t)(x− t)n dt.

■
ͬ دهد. م نشان را sinx چندجملەای تقریب ۲۰ .۱ شͺل شدەاند. مقایسه ۲۱ .۱ شͺل در باقیمانده فرم سه

x

ysinx
n = ۱
n = ۳
n = ۵

ͬ شود. م دقیق وسیع تری بازه در تقریب درجه، افزایش با :۵ و ۳ ،۱ درجه چندجملەای های با sinx تیلور تقریب :۲۰ .۱ شͺل
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ویژگͬ فرمول نوع

کران گذاری مناسب x؛ و x۰ بین c نقطه Rn(x) =
f (n+۱)(c)

(n+ ۱)!
(x −

x۰)
n+۱

لاگرانژ

برخͬ در مفید متفاوت؛ فرم اما c همان
اثبات ها

Rn(x) =
f (n+۱)(c)

n!
(x −

c)n(x− x۰)

کوشͬ

f (n+۱) نیازمند ندارد؛ c یافتن به نیازی
پیوسته

Rn(x) =
۱
n!

∫ x

x۰

f (n+۱)(t)(x−

t)n dt

انتگرالͬ

کاربرد. و فرمول نظر از تیلور باقیمانده فرم سه مقایسه :۲۱ .۱ شͺل

تیلور) مهم (بسط های ۴ .۱۶ .۱ قضیه ۴ .۱۶ .۱

.x ∈ R همه برای ex =
∑∞

n=۰
xn

n! الف)

لاگرانژ: باقیمانده اثبات:

|Rn(x)| =
∣∣∣∣ ec

(n+ ۱)!
xn+۱

∣∣∣∣ ≤ e|x|

(n+ ۱)!
|x|n+۱ → ۰

■ ͬ کند). م رشد توان از سریع تر فاکتوریل (چون n → ∞ وقتͬ

.x همه برای sinx =
∑∞

n=۰
(−۱)nx۲n+۱

(۲n+۱)! ب)

:x۰ = ۰ در ͬ شوند. م تکرار cos,− sin,− cos, sin چرخەای صورت به sin مشتق های اثبات:

sin(۰) = ۰, sin′(۰) = ۱, sin′′(۰) = ۰, sin′′′(۰) = −۱, sin(۴)(۰) = ۰, . . .

ͬ شوند: م ظاهر فرد مشتق های فقط پس

sinx = x− x۳

۳!
+

x۵

۵!
− · · · =

∞∑
n=۰

(−۱)nx۲n+۱

(۲n+ ۱)!
.

■ .| sin(n)(c)| ≤ ۱ چون ͬ کند م میل صفر به باقیمانده

.x همه برای cosx =
∑∞

n=۰
(−۱)nx۲n

(۲n)! ج)

■ .sin با مشابه اثبات:

.−۱ < x ≤ ۱ برای ln(۱ + x) =
∑∞

n=۱
(−۱)n+۱xn

n د)

:x۰ = ۰ در . (−۱)n−۱(n−۱)!
(۱+x)n برابر ln(۱ + x) nام مشتق اثبات:

ln(۱ + x) = x− x۲

۲
+

x۳

۳
− · · · .

لایب نیتس). (آزمون است همͽرا
∑

(−۱)n+۱/n سری ،x = ۱ برای متناوب). (سری −۱ < x ≤ ۱ برای همͽرایی

■ است. واگرا
∑

(−۱)۲n+۱/n = −
∑

۱/n سری ،x = −۱ برای

.|x| < ۱ برای ۱
۱−x =

∑∞
n=۰ x

n ه)

■ .x نسبت با هندسͬ سری اثبات:
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که: ،α ∈ R و |x| < ۱ برای (۱ + x)α =
∑∞

n=۰
(
α
n

)
xn و)

(
α

n

)
=

α(α− ۱) · · · (α− n+ ۱)
n!

.

همͽرایی است.
(
α
n

)
ضریب ،x۰ = ۰ در .α(α−۱) · · · (α−n+۱)(۱+x)α−n برابر (۱+x)α nام مشتق اثبات:

■ نسبت). (آزمون |x| < ۱ برای

است. آمده ۲۲ .۱ شͺل در بسط ها این مرجع جدول

همͽرایی بازه مͷ لورین بسط تابع

R
∞∑
n=۰

xn

n!
ex

R
∞∑
n=۰

(−۱)nx۲n+۱

(۲n+ ۱)!
sinx

R
∞∑
n=۰

(−۱)nx۲n

(۲n)!
cosx

(−۱, ۱]
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱xn

n
ln(۱ + x)

(−۱, ۱)
∞∑
n=۰

xn ۱
۱ − x

(−۱, ۱)
∞∑
n=۰

(
α

n

)
xn (۱ + x)α

همͽرایی. بازه با تیلور̸مͷ لورین مهم بسط های مرجع جدول :۲۲ .۱ شͺل

برداری توابع مشتق ۱۷ .۱

۱ .۱۷ .۱ تعریف ۱ .۱۷ .۱

حد اگر است مشتق پذیر t۰ در r ͬ گوییم م .r(t) = (r۱(t), . . . , rn(t)) باشد، برداری تابعͬ r : (a, b) → Rn کنید فرض

باشد: موجود زیر

r′(t۰) = lim
h→۰

r(t۰ + h)− r(t۰)

h
.

۲ .۱۷ .۱ قضیه ۲ .۱۷ .۱

صورت: این در باشد. مشتق پذیر t۰ در ri هر اگر تنها و اگر است مشتق پذیر t۰ در r بیان:

r′(t۰) = (r′۱(t۰), . . . , r
′
n(t۰)).

■ مؤلفەای). حد قضیه (طبق باشد داشته حد مؤلفەاش هر اگر تنها و اگر است موجود برداری حد اثبات:
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برداری) مشتق (خواص ۳ .۱۷ .۱ قضیه ۳ .۱۷ .۱

.(r+ s)′ = r′ + s′ الف)

.c ∈ R برای (cr)′ = cr′ ب)

.(r · s)′ = r′ · s+ r · s′ ج)

.(n = ۳ (برای (r× s)′ = r′ × s+ r× s′ د)

زنجیرەای). (قاعده (r ◦ ϕ)′ = ϕ′ · (r′ ◦ ϕ) ه)

(ج): اثبات

(r · s)′(t۰) = lim
h→۰

r(t۰ + h) · s(t۰ + h)− r(t۰) · s(t۰)

h
.

اتحاد: از

r(t۰ + h) · s(t۰ + h)− r(t۰) · s(t۰) = [r(t۰ + h)− r(t۰)] · s(t۰ + h) + r(t۰) · [s(t۰ + h)− s(t۰)].

اسͺالر): حاصل ضرب قاعده (مشابه گرفتن حد و h بر تقسیم با

= r′(t۰) · s(t۰) + r(t۰) · s′(t۰).

■

برداری) (ⅯVT ۴ .۱۷ .۱ قضیه ۴ .۱۷ .۱

آنگاه: باشد، (a, b) روی مشتق پذیر و [a, b] روی پیوسته r : [a, b] → Rn اگر بیان:

∥r(b)− r(a)∥ ≤ sup
t∈(a,b)

∥r′(t)∥ · (b− a).

اثبات:

ͬ کنیم: م تعریف را زیر اسͺالر تابع .u ̸= ۰ کنید فرض است. بدیهͬ حͺم ،u = ۰ اگر .u = r(b)− r(a) کنید فرض

g(t) = r(t) · u.

اسͺالر. ⅯVT شرایط بررسͬ :۱ گام

پیوسته). توابع داخلͬ (ضرب است پیوسته [a, b] روی g ●

و: است مشتق پذیر (a, b) روی g ●

g′(t) = r′(t) · u.

اسͺالر. ⅯVT اعمال :۲ گام
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که: دارد وجود c ∈ (a, b) ،۱ .۱۲ .۱ قضیه طبق

g(b)− g(a) = g′(c)(b− a).

محاسبه. :۳ گام

g(b)− g(a) = r(b) · u− r(a) · u = [r(b)− r(a)] · u = u · u = ∥u∥۲.

g′(c) = r′(c) · u.

کران گذاری. :۴ گام

کوشͬ–شوارتز: نامساوی طبق

g′(c) = r′(c) · u ≤ ∥r′(c)∥ · ∥u∥ ≤
(
sup
t

∥r′(t)∥
)
· ∥u∥.

پس:

∥u∥۲ ≤
(
sup
t

∥r′(t)∥
)
· ∥u∥ · (b− a).

:∥u∥ بر تقسیم ،∥u∥ > ۰ چون

∥u∥ ≤ sup
t

∥r′(t)∥ · (b− a).

■

اسͺالر) ⅯVT با (تفاوت ۵ .۱۷ .۱ ملاحظه ۵ .۱۷ .۱

که: ندارد وجود c نقطەای لزوماً یعنͬ برابری. نه است، نامساوی شͺل به برداری ⅯVT

r′(c) =
r(b)− r(a)

b− a
.

۰ راست سمت بردار پس .r(۲π)− r(۰) = (۱, ۰)− (۱, ۰) = ۰ .[۰, ۲π] روی r(t) = (cos t, sin t) نقض: مثال

ندارد. وجود r′(c) = ۰ با c هیچ پس است). ۱ همیشه (طولش ͬ شود نم صفر هیچ گاه r′(t) = (− sin t, cos t) اما است.

ͬ دهد. م نشان را تفاوت این ۲۳ .۱ شͺل

فصل خلاصه ۱۸ .۱

کردیم: بررسͬ کامل اثبات با را زیر قضایای و مفاهیم فصل، این در

تعاریف:

یͷ طرفه. مشتق مشتق پذیر، تابع نقطه، ͷی در مشتق ●

۴۸



اساسͬ قضایای و خواص تعریف، مشتق: .۱ (مصور)فصل ۱ فصل — ریاضͬ آنالیز جزوه

a،b a،b

اسͺالر: برابری

r(a) = r(b)

برداری: نامساوی

است؛ برقرار نامساوی تنها برداری، حالت در دارد. وجود قاطع شیب و مشتق برابری با c نقطه اسͺالر، حالت در :۲۳ .۱ شͺل
ͬ شود. نم صفر هرگز r′ ͬ دهد م نشان واحد دایره

بالاتر. مرتبه مشتق های ●

برداری. توابع مشتق ●

قضایا:

عکس). برای نقض مثال (با پیوستگͬ ͬ دهد م نتیجه مشتق پذیری ●

تقسیم. حاصل ضرب، بودن، خطͬ مشتق: جبری خواص ●

اثبات). دو (با زنجیرەای قاعده ●

معکوس. تابع مشتق ●

مثلثاتͬ). معکوس مثلثاتͬ، لͽاریتم، نمایی، چندجملەای، توان، همانͬ، (ثابت، مقدماتͬ توابع مشتق ●

لایب نیتس. قاعده ●

فرما. قضیه ●

شرایط). روی کامل بحث (با رول قضیه ●

لاگرانژ. میانگین مقدار قضیه ●

کوشͬ. میانگین مقدار قضیه ●

نامساوی ها. ریشه، یͺتایی یͺنوایی، تست ثابت، تفاضل صفر، مشتق با تابع ⅯVT: نتیجەهای ●

پرش). عدم مشتق، ثابت (علامت آن نتیجەهای و داربو قضیه ●

کامل). اثبات با فرم دو (هر هوپیتال قاعده ●

انتگرالͬ). و کوشͬ، (لاگرانژ، تیلور قضیه ●

تیلور. مهم بسط های ●

کامل). اثبات (با برداری ⅯVT ●

کاربردها: و مثال ها
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مشتق ناپذیری. از متعدد مثال های ●

نامساوی ها. اثبات در ⅯVT کاربردهای ●

ریشه. یͺتایی در ⅯVT کاربردهای ●

آن. دام های و هوپیتال مثال های ●

رایج: اشتباهات

مشتق پذیری. ͬ دهد م نتیجه پیوستگͬ تصور ●

رول. و ⅯVT در c نقطه یͺتایی تصور ●

هوپیتال. از نادرست استفاده ●

قضایا. شرایط کردن فراموش ●

۵۰
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